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Samenvatting 
In een deel van een onderzoek waarin een theorie over en lesmateriaal voor het opstellen van 
differentiaalvergelijkingen (DVn) wordt ontwikkeld participeerden drie docenten van drie 
verschillende scholen. Zij kregen elk dezelfde mondeling toegelichte aanwijzingen voor het 
geven van lessen over het opstellen van DVn. Met deze aanwijzingen hebben zij hun lessen 
vormgegeven. Deze lessen verschilden per docent aanzienlijk. De bruikbaarheid van de 
aanwijzingen, de interpretaties van de aanwijzingen en het effect van de aldus gegeven lessen 
op het begrijpen van het concept DV door hun leerlingen is onderzocht. Uit dit onderzoek 
kwam naar voren dat er in de aanwijzingen geen rekening is gehouden is met de 
uitgangspositie van de docent en dat de aanwijzingen alleen onvoldoende waren. Er bleek 
behoefte te zijn aan een serie opgaven en extra achtergrondinformatie voor de docent. Verder 
bleek dat de verschillende interpretaties van de aanwijzingen er niet voldoende toe hebben 
geleid dat de leerlingen zelf ‘ontdekten’ dat en waarom DVn geschikt zijn om 
veranderingssituaties te beschrijven. Omdat de docenten de aanwijzingen verschillend 
interpreteerden in de toepassing in hun lessen werden verschillende effecten bij de leerlingen 
opgemerkt. De participatie van de drie docenten op deze wijze leidde zo tot een brede 
bijstelling van de theorie en  het lesmateriaal, waarin tevens rekening is gehouden  met de 
mogelijk verschillende uitgangsposities van de docenten. 
 
1. Inleiding  
Op de middelbare school in Nederland worden sedert 2010 vier soorten wiskunde 
geëxamineerd: wiskunde A, B, C en D. De leerlingen volgen verplicht één van de vakken 
wiskunde A, B of C. Een vwo-diploma met het vak wiskunde B geeft toegang tot universitaire 
bèta-opleidingen. Het vak wiskunde D, dat naast wiskunde B gevolgd kan worden, is voor 
toelating tot technische universitaire opleidingen niet verplicht, maar wordt sterk aanbevolen, 
omdat een basis van alleen wiskunde B minimaal is. Een van de domeinen van het vak 
wiskunde D is het domein ‘dynamische modellen’. Binnen dit domein komen differentiaal 
vergelijkingen (DVn) in de zesde, dat is de laatste, klas van het vwo aan de orde. DVn zijn 
wiskundige formules waarmee veranderingen gemodelleerd kunnen worden. Maar de meest 
gangbare schoolboeken voor wiskunde D geven een definitie van een DV waarin slechts de 
kenmerken van de wiskundige vorm van de formule genoemd worden
1
. Het modelleren van 
veranderingen (voortaan genoemd: het opstellen van een DV) komt in die boeken sporadisch 
aan de orde. Commissie Toekomst WiskundeOnderwijs (cTWO), die verantwoordelijk is voor 
het examenprogramma voor de nieuwe wiskunde, acht het modelleren van veranderingen ook 
niet nodig. Zij schrijft in de toelichting op het domein ‘dynamische modellen’ dat bij het 
onderscheid tussen het analyseren van het model en het afleiden van het model de nadruk in 
dit domein op het eerste ligt (CTWO, 2008, p.2). Chaachoua en Saglan (2006)  hebben echter 
met hun onderzoek aangetoond dat studenten grote moeite hebben met het analyseren van het 
model dat met een DV wordt beschreven als zij geen inzicht hebben in de totstandkoming van 
die DV. Dit onderzoeksresultaat gekoppeld aan de doelstelling “het kunnen analyseren van 
een DV”, vormt de grond voor een onderzoek naar instructie voor het opstellen van DVn, en 
het ontwerp van lesmateriaal dat hiervoor geschikt is voor vwo6-leerlingen. De ontwikkeling 
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van lesmateriaal en de toepassing van instructieprincipes  vinden in een cyclisch proces van 
ontwerpen, testen, evalueren en bijstellen plaats. Docenten spelen hierbij een belangrijke rol, 
omdat zij de instructieprincipes en het voorlopige lesmateriaal interpreteren en in hun eigen 
lespraktijk uitproberen. Ook reflecteren zij samen met de ontwerper van de 
instructietheoretische principes op de gegeven lessen en het voorlopige lesmateriaal zelf en 
geven suggesties voor bijstellingen van theorie en lesmateriaal. 
In dit paper beschrijven we de rol van de docenten in de ontwikkeling van lesmateriaal en de 
toepassing van de instructieprincipes aan de hand van de participatie van drie docenten in de 
tweede ontwerpcyclus. In de eerste ontwerpcyclus was het denken van vwo-6-leerlingen bij 
het opstellen van DVn onderzocht (Zwarteveen, Verhoef, Hendrikse, & Pieters, 2010). Als 
resultaat daarvan waren aanwijzingen ontworpen voor lessen waarin DVn opgesteld worden. 
Met hun eigen interpretatie van deze aanwijzingen hebben de drie docenten hun lessen 
vormgegeven en uitgevoerd.   
 
 
2. Context: afgeleide en wiskundig modelleren 
Het wiskundige concept ‘afgeleide’ geeft de snelheid aan waarmee een variabele verandert.  
Om bijvoorbeeld de snelheid waarmee de afgelegde afstand verandert te berekenen deelt men 
de afgelegde afstand in een heel klein tijdsinterval door de daarvoor benodigde tijd. Deze 
benadering wordt nauwkeuriger naarmate het tijdsinterval kleiner is. In de wiskunde maakt 
men deze tijdsintervallen zo klein als men maar wil. Men zegt dan dat de limiet van het 
tijdsinterval nul is. De deling van de verandering van de afgelegde afstand op een klein 
tijdsintervalletje door dat tijdsinterval, waarbij de limiet van het tijdsinterval nul wordt, wordt 
wiskundig de afgeleide van de afgelegde afstand genoemd. Een afgeleide is dus altijd een 
deling, zelfs als de limiet van de noemer nul wordt. Dit is wiskundig conceptueel een moeilijk 
begrip. Aan één kant is de afgeleide een deling, een proces, maar aan de andere kant is het 
ook een zelfstandig begrip, een concept. Deze dubbelzinnigheid is eigen aan wiskundige 
concepten (Sfard, 1991; Byers, 2007). Het dubbelzinnige karakter van wiskundige begrippen 
is samengevat in het woord ‘procept’ (Gray & Tall, 1994). Voor de afgeleide geeft de 
breuknotatie ds/dt van de weg (s) naar de tijd (t) deze dubbelzinnigheid weer. Ook in de 
eenheden van de snelheid is de deling terug te vinden: kilometer per uur. Verschijnselen die 
veranderen kunnen op deze manier wiskundig beschreven worden met een afgeleide. Een 
formule die op elk moment de ‘snelheid’ geeft waarmee een hoeveelheid (in het voorbeeld dus 
de afgelegde weg) verandert, heet een (eerste-orde) differentiaalvergelijking. 
Modelleren is volgens cTWO een van de belangrijke wiskundige activiteiten. In haar 
visiedocument ‘Rijk aan betekenis’ omschrijft zij deze activiteit: “Modelleren is een praktisch 
en creatief proces waarbij realistische problemen in wiskundige vorm worden vertaald.” 
(cTWO, 2007, p.25). Er zijn verschillende schema`s gepubliceerd die wiskundige 
modelleeractiviteiten beschrijven. Blum en Leiβ (2005) benoemen de modelleeractiviteiten: 
begrijpen van de opdracht, vereenvoudigen/structureren, mathematiseren, wiskundig 
bewerken, interpreteren, valideren, presenteren. Het modelleerschema van Galbraith en 
Stilman (2006) met modelleeractiviteiten is weergegeven in Figuur 1. Spandaw en Zwaneveld 
(2012) geven de modelleeractiviteiten aan met: conceptualiseren, mathematiseren, oplossen, 
interpreteren. Verhoef e.a. (2009) tenslotte omschrijven de modelleeractiviteiten: “zich een 
voorstelling … kunnen maken van het verschijnsel in de werkelijkheid (1), die voorstelling 
vertalen naar meetbare grootheden (2), en naar relaties daartussen (3), om die met wiskundige 
technieken te bewerken (4), en te interpreteren in de oorspronkelijke werkelijkheid (5).”  
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Figuur 1. Het modelleerschema van Galbraith en Stillman (2006) 
 
Hoewel er verschillende accenten worden gelegd, kunnen we de in deze schema`s genoemde 
modelleeractiviteiten samenvatten met: begrijpen van de context, vereenvoudigen van de 
situatie, kiezen van de relevante grootheden en mathematiseren . 
In een vooronderzoek zijn deze modelleeractiviteiten concreet gemaakt voor het modelleren 
van veranderingsprocessen, dat is het opstellen van DVn, zie Figuur 2 (Zwarteveen, 
Hendrikse, Verhoef, & Pieters, 2009). De modelleeractiviteiten worden hier fasen genoemd.  
  
 
  
 
 
Figuur 1. De modelleerfasen A-D 
 
 
 
Figuur 2. De modelleerfasen A-D. 
 
Zo komt in fase A het begrijpen, het vereenvoudigen en het kiezen van relevante grootheden 
aan de orde, in fase B het begin van mathematiseren, in fase C weer het begrijpen en deels het 
mathematiseren en in fase D wordt het mathematiseren afgerond. 
 
3. Theorie  
 
Succesvolle didactiek van wiskundige concepten behoort aan te sluiten bij de uitgangspositie 
van de leerlingen (Tall, 1985, Van der Valk & Broekman, 2002). Deze uitgangspositie bestaat 
niet alleen uit eerder verworven kennis, maar ook uit de manier van denken, waarin 
opgebouwde (mis)concepties en het hanteren van procedures een rol spelen (Mishra & 
Koehler, 2006). Deze aansluiting is een uitgangspunt bij het ontwerpen van een locale 
instructietheorie (Gravemeijer, 2004, p.105). Een locale instructietheorie is een empirisch 
onderbouwde theorie over hoe een bepaalde volgorde van instructie-activiteiten zou kunnen 
werken. Het is een theorie over leerprocessen van leerlingen bij een wiskundig onderwerp en 
A.  Het verkennen van de situatie (As) en het identificeren van de relevante grootheden (Ai). 
 
B.    Het kiezen van variabelen (Bv) en het toekennen van eenheden (Be). 
 
C.  Het identificeren van de onafhankelijke variabele (Ci) en het onder woorden brengen hoe de 
     afhankelijke grootheid verandert (Cw), indien in de vorm van een differentievergelijking (Cd). 
 
D.   Het uitdrukken van deze verandering in een DV, al (Dd) dan niet (Da) voorafgegaan door een 
     differentievergelijking, en het noemen van de randvoorwaarde (Dr).  
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alle mogelijke ondersteuningsmiddelen bij die leerprocessen (Gravemeijer & Van Eerde, 
2009). Het ontwerpen van zo`n locale instructietheorie wordt door deze auteurs opgevat als 
een cyclisch proces. Men begint met een gedachte-experiment, daarna wisselen instructie-
experimenten en gedachte-experimenten die lering trekken uit ervaringen tijdens de instructie-
experimenten elkaar af, waardoor uiteindelijk een locale instructietheorie ontstaat 
(Gravemeijer & Cobb, 2006). 
Omdat instructieprincipes, afgeleid van een locale instructietheorie, aansluiten bij het denken 
van de leerling (Gravemeijer, 2004) is onderzoek naar dit denken een voorwaarde. In de 
eerste ontwerpcyclus is daarom het denken van de leerlingen bij het opstellen van DVn 
onderzocht (Zwarteveen, Verhoef, Hendrikse, & Pieters, 2010). De resultaten wezen uit dat de 
meeste leerlingen geen goede strategie hadden voor het opstellen van een eerste-orde DV. Zij 
stelden bijvoorbeeld een DV op in een voor hen bekende vorm, en reflecteerden daarbij niet 
op de situatie die gemodelleerd moest worden. Bij het modelleren van een  
veranderingsproces (dat anders was dan de enkele voorgemodelleerde processen in de door 
hen gebruikte schoolboeken) bleven zij nogal eens langdurig pogen een rechtstreekse 
beschrijving van het proces te geven in plaats van een beschrijving van de verandering. Ook 
was van veel leerlingen de voorkennis van het begrip afgeleide onvolledig, of konden zij de 
voorkennis niet juist toepassen. Verder bleek dat leerlingen die een goed gebruik van 
eenheden maakten beter in staat waren een goede DV te vinden. De resultaten van deze cyclus 
vormden de basis voor het formuleren van instructie over het opstellen van DVn. Drie 
elementen staan centraal: ruime aandacht voor het procept ‘afgeleide’, met de daarbij 
behorende eenheden, een strategie om veranderingsprocessen wiskundig te modelleren door te 
focussen op veranderingen, en het zelf laten ‘ontdekken’ dat DVn  veranderingssituaties 
beschrijven met behulp van de afgeleide. Het instructieprincipe is dat het zelf ‘ontdekken’ hoe 
DVn veranderingen beschrijven, teweeggebracht kan worden door meerdere en verschillende 
soorten veranderingsprocessen in een klassengesprek te modelleren. De instructiestrategie 
‘geleide herontdekking’ is hierin meegenomen (Freudenthal 1973; Van Streun, 2012; Mayer, 
2004). Deze ‘ontdekking’ loopt uit de alternatieve definitie van een DV: Een DV is een 
vergelijking die een veranderingsproces wiskundig beschrijft door gebruik te maken van een 
afgeleide)  als toevoeging aan de (wiskundig niet altijd correcte) definities uit de 
schoolboeken. In de voorlopige instructie wordt ook nadrukkelijk aandacht gevestigd op 
grootheden en eenheden, iets dat in de meest gebruikte wiskundeschoolboeken onderbelicht 
is. Dit hangt samen met het feit dat modelleren in het algemeen zeer weinig aan bod komt in 
de schoolboeken. Bij modelleren van een realistische situatie is immers steeds sprake van 
grootheden en eenheden (Boyce & DiPrima, 2005). 
De onderzoeksvragen luiden:  
 Wat leert de participatie van de docenten over de bruikbaarheid van het 
 lesmateriaal?  
 Wat is het effect, op het materiaal en op leerlingen, van de participatie van de 
 docenten in de toepassing van instructieprincipes in lesmateriaal over het opstellen 
 van differentiaalvergelijkingen? 
 
4. Methode 
 
 4.1Deelnemers 
In een contactorgaan voor wiskundeleraren is om medewerking gevraagd door in de lessen 
binnen het domein ‘Dynamische modellen’ aandacht te besteden aan het opstellen van DVn. 
Hierop reageerden drie docenten van drie verschillende scholen verspreid over Nederland. 
Alle drie de docenten gebruikten in hun lessen over DVn hoofdstuk 15 van het schoolboek 
Getal en Ruimte wiskunde D. De kenmerken van deze docenten zijn vermeld in Tabel 1.  
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Tabel 1 
Kenmerken van de deelnemers 
 
Docent/              Provincie waarin                     Opleiding docent                 Aantal jaren                Aantal                             
geslacht           de school  is gelegen                                          leservaring             wiskunde-D-                                  
                                                                                                               docent                    leerlingen  
                                                                                                                                                               in 6vwo 
 
A / M                   Groningen                           MO B aan de universiteit,               32                            16 
                                                                         bijvak natuurkunde     
 
B/ M                    Overijssel                             Eerstegraads                                    15                            10 
                                                                         lerarenopleiding  HBO                  
                                                                         3 jaar werktuigbouwkunde, 
                                                                         universitair 
 
C/ V                    Noord Brabant                      Eerstegraads                                      9                              6 
                                                                         lerarenopleiding  HBO                  
                                                                                                                                
  
 4.2 Materiaal 
De instructieprincipes, afgeleid uit de eerste ontwerpcyclus vormden de basis waarmee de 
docenten hun lessen over het opstellen van DVn konden vormgeven. Deze waren ten behoeve 
van de docenten samengevat op twee compacte overzichten, één met aanwijzingen en één met 
een toelichting. 
Bij het testen van de effecten van de lessen op het begrijpen van de leerlingen werden een of 
twee opgaven gebruikt waarin een DV moest worden opgesteld. Deze opgaven waren per 
docent verschillend, omdat de docent deze zelf ontworpen had.  
 
 4.3 Onderzoeksinstrument 
Een vragenlijst is gehanteerd om gegevens te verkrijgen over de uitgangspositie van de 
docenten, over hun begrip van het concept DV en over welke elementen daarvan zij 
belangrijk achtten om de leerlingen te onderwijzen. Van de besprekingen met de docenten 
zijn geluidsopnames gemaakt.  
De door docenten opgestelde lesplanning is benut om een overzicht te krijgen van de inhoud 
en het aantal van de gegeven lessen. Video-opnames van enkele lessen waarin het opstellen 
van  DVn aan de orde kwam werden gebruikt om een gedetailleerder beeld van de inhoud van 
deze lessen te verkrijgen en daarmee een vergelijking te kunnen maken met de opgestelde 
lesplanning. Ook de mailwisseling per docent gedurende het hele onderzoek is 
gedocumenteerd. Dit instrument is gebruikt voor aanvullende informatie die niet, of 
onnauwkeurig met de andere onderzoeksinstrumenten verkregen waren. 
Een vragenlijst met open vragen over begrip van het concept DV is gebruikt om gegevens te 
verkrijgen over de effecten van de lessen op het begrijpen van het concept DV door de 
leerlingen (Bijlage A).  
 
5. Procedure 
 
 5.1 Onderzoeksopzet 
Enkele weken voor de start van de lessen werden de docenten de aanwijzingen en de 
achtergrond individueel mondeling toegelicht. De toelichting bij docent C nam meer tijd in 
beslag dan bij de andere twee docenten en hield verband met de vooropleiding van de 
docenten. De docenten A en B waren, vanwege hun deels technische vooropleiding, 
vertrouwd met de begrippen eenheden en dimensies, docent C niet. Tijdens deze besprekingen 
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werd de hoofdlijn van de te geven lessen vastgelegd. Bij de eerste twee lessen die de docenten 
met behulp van het materiaal gaven was de onderzoeker aanwezig. Deze lessen werden 
meteen na afloop ervan besproken. De gehele lessenserie over het onderwerp DVn nam voor 
elke docent een week of zes in beslag. Hierin werd verder de stof van het schoolboek 
behandeld, dat vooral het oplossen van DVn centraal stelt. 
 
Tabel 2 bevat een overzicht van de dataverzameling, -verwerking en -analyse. De tabel is 
toegelicht in 5.2, 5.3 en 5.4. 
  
 5.2 Dataverzameling 
De docenten vulden de vragenlijst in over hun begrip van het concept DV en over welke 
elementen daarvan zij belangrijk achtten om de leerlingen te onderwijzen. Na de mondelinge 
bespreking daarvan halverwege november 2010 (docent A en docent B) en halverwege 
december 2010 (docent C) werden de aanwijzingen en de achtergrond toegelicht. Hiervan zijn 
geluidsopnamen gemaakt. Hierna stelden de docenten hun lesplanning op schrift. De eerste 
twee lessen waarin de docenten het opstellen van DVn  behandelden, begin december 2010 
(docent A), eind november 2010 (Docent B) en in januari 2011 (docent C), werden op video 
opgenomen en nabesproken. Van deze nabesprekingen zijn geluidsopnamen gemaakt.  
Na afloop van de behandeling van het hele onderwerp DVn vulden de leerlingen 
tegelijkertijd, maar individueel, de open vragenlijst in over hun begrip van het concept DV. 
Dit duurde ruim een kwartier. De opgaven waarin een DV moest worden opgesteld maakten 
bij de docent A en B onderdeel uit van de afsluitende toets van het onderwerp DVn. Van deze 
gemaakte toetsen zijn kopieën gemaakt. De tijdsduur voor het maken van de hele toets was 
resp. 90 minuten en 45 minuten. De leerlingen van docent C maakten een opstelopgave na de 
bespreking van de afsluitende toets en een korte herhaling van het opstellen van een DV. 
Hierover deden zij ongeveer een kwartier. De gemaakte opgaven zijn ingenomen.  
 
 5.3 Dataverwerking  
De video- opnames zijn letterlijk getranscribeerd. In de transcripties zijn ook non-verbale 
uitingen zoals gebaren en bordgebruik weergegeven. Het bordgebruik is indien mogelijk 
beschreven en anders weergegeven met behulp knipsels uit de video-opnames. De tekst van 
deze transcripties is gereduceerd door overbodige herhalingen, grapjes en opmerkingen over 
zaken die met de opgave niets van doen hadden weg te laten. Er is voor gezorgd dat de 
relevante tekst vrijwel letterlijk behouden is. De gereduceerde transcripties zijn opgesplitst in 
opeenvolgende eenheden, zogenoemde acties. Een actie is een samenhangende eenheid, 
waarin zowel woorden en handelingen van de leerling als van de interviewer kunnen zijn 
opgenomen. 
De audio-opnames zijn samengevat, en door de docenten geaccordeerd.  
 
 5.4 Data-analyse 
Met de ingevulde docent-vragenlijsten is nagegaan of de uitgangspositie van de docent 
voldoende was om de ontworpen aanwijzingen voor instructie te kunnen toepassen. Criterium 
hierbij was of de docent bekend was met het modelleren van veranderingsprocessen. In de 
samenvattingen van de audio-opnames is gezocht naar acceptatie en verwerping van de 
opgestelde instructieprincipes en naar indicaties voor bijstellingen ervan.  
De acties waarin de docentlessen zijn opgesplitst zijn geclassificeerd met behulp van een 
classificatie-instrument dat ontworpen was in een vooronderzoek en dat berust op de 
modelleerfasen A-D (Zwarteveen, Verhoef, Hendrikse, & Pieters, 2010). Voor de classificatie 
van de docentlessen is dit instrument uitgebreid met de onderdelen van de aanwijzingen 
‘aandacht voor de afgeleide’ en ‘gebruik van de alternatieve definitie’. 
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Tabel 2.  
Samenvatting in van de dataverzameling, -verwerking en -analyse 
 
   Docent/           Dataverzameling                            Dataverwerking                                Data-analyse 
   Leerling 
 
Docent    
 Vragenlijst concept DV 
 
 Uitgangspositie docent  
 
 Audio-opname  van toelichting  
op  aanwijzingen 
 
Schriftelijk samengevat 
 
Beoordeling van de  aanwijzingen 
 
 Lesplanning/ mailwisseling  Aantal  en inhoud lessen over 
opstellen DVn 
 Video-opnames van twee 
 lessen    
Getranscribeerd en 
gereduceerd tot acties               
Geclassificeerd  met  
classificatie-instrument 
berustend op modelleerfasen  
A-D, aangevuld met onderdelen 
uit de  aanwijzingen 
 
  Audio-opnames van                     
 nabesprekingen van de 
 lessen                                                              
                 
Schriftelijk samengevat                   Wat ontbreekt er aan de 
aanwijzingen?                                                                                                                    
Leerling    
 Opgave om een DV op te  
stellen 
 Geclassificeerd met 
classificatie- instrument,  
berustend op modelleerfasen  
A-D 
 
 Vragenlijst begrip DV  Afgevinkt op onderdelen van de 
definitie van schoolboek en de  
alternatieve definitie 
   
 
  
De lesplanningen gaven een indicatie van de tijd die de docent aan het opstellen van DVn 
wilden besteden en welke onderwerpen er behandeld zouden moeten worden en hoe. Als 
aanvulling hierop is in de mailwisseling gezocht of er van de lesplanning is afgeweken 
gedurende de periode waarin het onderwerp DVn werd behandeld, en wat daarvan de redenen 
waren. Het gemaakte schriftelijke werk van de leerlingen is met behulp van het hiervoor 
genoemde classificatie-instrument geclassificeerd. Bij de classificatie van de leerling-
vragenlijsten werd afgevinkt welke onderdelen (helling, verandering, mate van verandering, 
wiskundige vorm, proces, model) van zowel de definitie uit het schoolboek als de alternatieve 
definitie voorkwamen door in de antwoorden te zoeken naar letterlijk deze begrippen of 
omschrijvingen daarvan. Niet classificeerbare data zijn apart genoteerd. 
Alle classificaties zijn door een tweede persoon herhaald. Dit resulteerde in een overeenkomst 
van 96%. De verschillen zijn op basis van consensus opnieuw geclassificeerd.    
 
 
6. Resultaten  
 
De resultaten zijn in steekwoorden en voor de drie docenten gezamenlijk samengevat  in 
Tabel 3.   
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Tabel 3 
Resultaten gerangschikt overeenkomstig tabel 2 
Docent/                                                                                                         
Leerling 
 
Data Data-analyse Resultaten 
Docent    
 Vragenlijst  
concept DV                                               
Uitgangspositie docent                                                                                                                               
 
-niet alle docenten hadden kennis over het
modelleren van veranderingssituaties                                                                                               
 
Audio-  opname 
van toelichting 
op aanwijzingen         
Waardering van de  
aanwijzingen 
-Docenten achten opstellen DVn welkome 
  en noodzakelijke aanvulling op lesstof uit 
  schoolboek     
-Mondelinge toelichting op aanwijzingen 
  noodzakelijk                                                                                                                                                                                                 
-Opgaven noodzakelijk 
 
lesplanning  
/mailwisseling 
 
Aantal en inhoud lessen over                                                                                                                          
opstellen DVn 
 
 
-Twee, drie en vier lesuren
-Voor, na of tijdens de behandeling van de 
  stof van het  schoolboek  
-Opgaven gevraagd 
-Daarmee zelf aanvullend lesmateriaal  
  samengesteld  
-Of  inhoud lessen ingepast in behandeling  
   van het schoolboek 
-Meer  contacttijd gewenst 
 
Video-opnames 
van twee lessen 
Geclassificeerd  met  
classificatie- instrument 
berustend op modelleerfasen                                                                                                                         
A-D, aangevuld met onderdelen                                                                                                                        
uit de aanwijzingen 
                                                                                                                            
 Docenten hebben 
- Alternatieve definitie DV gegeven, in 
  plaats van door leerlingen te laten  
“ontdekken”
-Ruime aandacht geschonken aan  
  modelleerfasen A-D
-Ruime aandacht geschonken aan   
  de afgeleide 
-Geen check uitgevoerd met eenheden op  
  juistheid DV 
 
Audio-opnames 
van nabespreking  
van de lessen 
 
Wat ontbreekt er aan de 
aanwijzingen? 
-Het woord ‘dimensie’ veroorzaakt  
 begripsverwarring 
-Sommige leerling-problemen worden niet  
  genoemd 
 
Leerling    
 Opgave om een 
DV op te stellen 
Geclassificeerd met classificatie-  
 instrument, berustend op 
 modelleerfasen A-D 
 
-De modelleerfasen A-D werden in het  
  algemeen, al dan niet goed,  doorlopen 
-In de meeste opgaven waren al grootheden, 
  eenheden, variabelen gegeven 
-De resultaten wat betreft het opstellen van  
 een goede DV verschilden per school  
  omdat de opgaven verschilden 
 
 Vragenlijst 
begrip DV 
Afgevinkt op onderdelen van de 
definitie van schoolboek en de 
alternatieve definitie 
 
-Voorkeur voor wiskundige definitie  
-Voorbeelden van veranderingsprocessen 
  verschilden per school 
-Veel onjuiste voorbeelden 
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Uit de vragenlijst bleek dat de uitgangspositie van docent C niet voldoende was. In haar 
docentenopleiding kwam het opstellen van DVn niet aan de orde, en ook anderszins had zij 
hierover geen kennis verworven. 
De audio-opnames wezen uit dat alle drie de docenten de aanwijzingen een welkome en 
noodzakelijke aanvulling vonden op de lesstof van het gebruikte schoolboek. Zij zagen in het 
behandelen van het opstellen van DVn aansluiting bij de vragen die bij de leerlingen leven, 
doordat de DVn nu in een toepassingskader werden gezet. Citaat docent C:  
 “Leerlingen vroegen vorig jaar : “Maar wat kun je nou met die  
 differentiaalvergelijkingen?” Daarom doe ik nu ook mee, dan kan ik ze wat meer 
 meegeven.” 
Docent A en docent C gaven aan extra opgaven nodig te hebben voor het opstellen van DVn. 
De aanwijzingen alleen op papier bleken niet voldoende te zijn, mondelinge toelichting was 
noodzakelijk.  
Voor het opstellen van de lesplannen bleken de docenten behoefte te hebben aan concrete 
opgaven. De onderzoeker heeft ze 16 opgaven met uitwerkingen gegeven.  
De resultaten over de gegeven lessen zijn verkregen met behulp van de video-opnames en 
mailwisseling. Docent A behandelde het opstellen van DVn nadat hij het onderwerp DVn 
behandeld had uit het gebruikte schoolboek. Hij besteedde vier lessen van 50 minuten aan het 
opstellen van DVn. Hij had aanvullend schriftelijk lesmateriaal gemaakt voor de leerlingen 
met negen opgaven waarin een DV moest worden opgesteld en voorafgegaan door een 
inleiding. In de inleiding werd de functie van DVn verwoord en waren de fasen A-D als 
mogelijke hulp voor het opstellen van DVn uitgeschreven. De opgaven waren deels een keuze 
uit de opgestuurde opgaven, deels een eigen creatie. De eerste, tweede en vierde les 
behandelde hij aan de hand van enkele opgaven uit het extra materiaal de modelleerfasen A-
D, schonk hij uitgebreid aandacht aan het concept afgeleide, inclusief de daarbij behorende 
eenheden. Hij ging uitgebreid in op de alternatieve definitie van een DV. Hierbij attendeerde  
hij de leerlingen op het verschil tussen een model in de vorm van een DV en in de vorm van 
een rechtstreekse formule. In de derde les liet hij de leerlingen in groepjes een 
veranderingsproces modelleren dat geen overeenkomsten had met de behandelde voorbeelden 
uit de opgaven (Figuur 3). Deze les was bedoeld om de leerlingen zelf te laten ontdekken hoe 
veranderingen gemodelleerd kunnen worden. Uit de mailwisseling bleek dat hij al bij de 
behandeling van de stof uit het schoolboek herhaaldelijk de aandacht had gevestigd op “de 
kracht van een DV” als model. Ook gaf hij daarin aan dat meer contacttijd nodig was voor een 
goede behandeling van het opstellen van een DV.  
 
 
Figuur 3. Open modelleeropgave voor leerlingen van docent A 
      
 Docent B behandelde het opstellen van DVn in twee lessen van 50 minuten. Hij paste de 
aanwijzingen toe aan de hand van een opgave uit het schoolboek. Hierbij ging hij in op de 
waarde van een model, de modelleerfasen A-D en het dubbelzinnige karakter van de afgeleide 
Open modelleeropgave,  voor groepjes van drie personen 
 
Een olietanker krijgt om 10.00 uur een aanvaring. Daarbij wordt een gat geslagen in de 
romp van het schip ongeveer een meter onder het wateroppervlak. Om 11.00 uur stroomt er 
olie uit de tanker met een snelheid van 50 liter per minuut. 
Probeer met een DV het verloop van de olieoppervlakte op het water te beschrijven. 
 
Maak per groep een verslag, waarin o.a. vermeld wordt via welke aannames en 
vereenvoudigingen je vat probeert te krijgen op de situatie.  
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(Figuur 4). De lestijd die bestemd was voor het behandelen van het gehele onderwerp DVn 
was te kort om de leerlingen extra opgaven te geven over het opstellen van DVn. 
 
 
 
 
 
 
Figuur 4. Bordgebruik docent B bij behandeling van de afgeleide 
 
Docent C had ook aanvullend schriftelijk lesmateriaal gemaakt met negen opgaven waarin 
een DV moest worden opgesteld en voorafgegaan door een inleiding. De inleiding begon met 
de alternatieve definitie van een DV. Daarna kwamen de onderwerpen afgeleide, dimensies en 
eenheden en het opstellen van DVn aan de hand van de fasen A-D aan de orde. De opgaven 
waren een keuze uit de opgestuurde 16 opgaven. Zij behandelde het opstellen van DVn in 
twee lessen van 50 minuten, nadat  de eerste paragraaf uit het schoolboek was behandeld. Zij 
begon met het behandelen van de inleiding van het aanvullende lesmateriaal. Het onderdeel 
dimensies en eenheden zorgde voor verwarring omdat de docent alleen de wiskundige 
betekenis ervan kende. Daarna werden een paar van de extra opgaven behandeld. Doordat er 
in de periode die was bestemd voor de behandeling van het onderwerp DVn enkele lessen 
uitvielen kwam zij niet toe aan de geplande vier lessen voor het opstellen van DVn. Na de 
bespreking van de afsluitende toets heeft ze in een deel van een lesuur de modelleerfasen bij 
het opstellen van DVn kort herhaald.  
Geen enkele docent gebruikte de check met de eenheden om te controleren of de opgestelde 
DV juist kon zijn. 
Uit de samenvatting van de audio-opnames kwam naar voren dat de aanwijzingen niet 
duidelijk genoeg waren. Docent C bleek moeite te hebben met het begrip ‘dimensie’, zoals in 
de les was gebleken. Ook bleek niet duidelijk te zijn dat een juist gebruik van eenheden kon 
ingezet worden om de correctheid van de DV controleren. De reacties van de leerlingen 
werden besproken, onder andere de neiging van enkele leerlingen om meteen een directe 
formule te zoeken en een alternatieve aanpak van een leerling (Figuur 5). Aangegeven werd 
dat er te weinig tijd beschikbaar was voor het in de lessen ingaan op deze reacties. 
 
 
 
Figuur 5. Uit transcriptie van een les. Voorbeeld van alternatieve aanpak van een leerling. 
 
Uit de classificatie van de opgaven waarin een DV moest worden opgesteld bleek dat de 
meeste leerlingen van docent A en C in staat waren een correcte DV op te stellen. Die van de 
andere docent hadden er aanzienlijk meer moeite mee. Uit de niet classificeerbare data bleek 
dat sommige leerlingen de misvatting handhaafden dat een rechtstreekse beschrijving van een 
veranderingssituatie mogelijk is.  
Docent: Als ik zeg C(t) liter, klopt het dan helemaal? Moeilijke vraag denk ik hoor.  
Ik houd het expres een beetje vaag, anders zeg ik het voor. 
Jacob: Ik zou het gemiddelde nemen van C(t) en C(t + ∆t)  
Dat lijkt me fantastisch. En waarom? 
Jacob: omdat aan het begin de concentratie nog C(t) is en aan het eind is de 
concentratie C(t + ∆t), en aangezien delta t, ja, klein is zou ik daar het gemiddelde  
daarvan nemen. 
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Uit de vragenlijst over het begrip van DVn kwam naar voren dat de leerlingen bij een DV in 
de eerste plaats dachten aan de wiskundige definitie uit het schoolboek. Bij de vraag om een 
voorbeeld van een proces dat met een DV gemodelleerd kon worden konden de leerlingen van 
docent A veel verschillende goede voorbeelden noemen, die van docent B gaven bijna 
allemaal een voorbeeld van exponentiële groei of afkoeling/ opwarming. De leerlingen van 
docent C gaven als voorbeeld een proces zoals in de extra opgaven was behandeld of een 
kenmerk van oplossingen van DVn (exponentiële, logistische, begrensde groei). Slechts 22 % 
van de leerlingen gaf aan dat alle vier vergelijkingen in opgave D (bijlage A) DVn waren. Dit 
waren zes leerlingen van docent A en één van docent C. 
 
 
7. Conclusie en discussie  
 
Het feit dat de leerlingen van de docent A de beste resultaten haalden kan verklaard door de 
extra aandacht die de docent al aan het concept DV had gegeven vóór het toepassen van de 
instructieaanwijzingen, alsmede door de natuurkundige domeinkennis van de docent. Docent 
A liet zijn leerlingen een heel lesuur zelfstandig modelleren, zodat zij konden ervaren wat er 
bij het modelleren van een nog niet vereenvoudigde situatie komt kijken. Dit zou een 
aanvulling op de instructieprincipes kunnen zijn, door plaats in te ruimen voor de leerlingen 
om een niet vereenvoudigde situatie te modelleren. Van daaruit kunnen dan algemene 
modelleeractiviteiten worden opgesteld, die, enigszins aangepast, ingezet kunnen worden bij 
het modelleren van veranderingsprocessen.  
Dat de meeste leerlingen van docent C een (bijna) goede DV konden opstellen, kan  verklaard 
worden uit het feit dat zij kort daarvoor nog een samenvatting van het opstellen van een DV 
heeft herhaald. De procedure was hen daardoor helder, hetgeen nog geen indicatie is voor 
vergroot  inzicht. 
Doordat een docent participeerde die geen natuurkundige domeinkennis bezat, kwam aan het 
licht dat niet-wiskundige domeinbegrippen óf moeten worden toegelicht, óf moeten worden 
vermeden.  
Dat de docenten opgaven misten voor het opstellen van DVn kan worden toegeschreven aan 
het ontbreken van opgaven in de schoolboeken waarin de modelleerfasen ‘verkennen’, 
‘identificeren van relevante grootheden’, en ‘kiezen van variabelen’ aan de orde komen. In de 
opgaven van het schoolboek hoeven de leerlingen hoogstens een parameter uit te  rekenen. De 
behoefte van docenten aan concreet materiaal als zij een voor hen nieuw onderwerp moeten 
onderwijzen, is ook gevonden door Visser, Coenders, Terlouw en Pieters (2010). Zij toonden 
aan in hun onderzoek naar een programma voor het implementeren van een NLT-module dat 
een docent het liefst kiest voor een module met eenvoudig verkrijgbare materialen en een 
hoogwaardige handleiding. 
Dat het zelf ‘ontdekken’ hoe DVn veranderingen beschrijven, teweeggebracht kan worden 
door meerdere en verschillende soorten veranderingsprocessen in een klassengesprek te 
modelleren kon slechts in één klas worden aangetoond. Het ‘ontdekkend’ introduceren van  
alternatieve definitie Een DV is een vergelijking die een veranderingsproces wiskundig 
beschrijft door gebruik te maken van een afgeleide) zal in de instructieaanwijzingen 
duidelijker naar voren moeten komen. De verwachting dat daarna door abstractie van de 
structuur van deze DVn een correcte wiskundige definitie van het concept DV gevonden en 
begrepen wordt, zal in een volgende cyclus moeten worden onderzocht.  
De aandacht voor eenheden en grootheden zal gedurende het hele proces van het opstellen 
van DVn moeten plaatsvinden, en niet alleen in het begin. De verwachting dat juist de 
controle op de eenheden en vooral de grootheden in de gevonden DV het begrip van het 
concept DV versterkt, zal in een volgende cyclus moeten worden onderzocht.  
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8. Tot slot 
 
De drie docenten participeerden door op hun eigen wijze en passend binnen hun eigen 
mogelijkheden de instructieprincipes in hun lessen vorm te geven. Ook reflecteerden ze 
samen met de onderzoeker op de gegeven lessen, zowel op de inhoud ervan als op het 
leereffect bij de leerlingen. Ze gaven aan waar de voorlopige instructieprincipes onvolledig 
waren en aan welke informatie en welk materiaal ze behoefte hadden. Juist omdat de docenten 
verschillende interpretaties van de  instructieprincipes gaven werden verschillende effecten bij 
de leerlingen opgemerkt.  
De participatie van de drie docenten leidde zo tot een bijstelling van de  instructieprincipes en 
het ondersteunende materiaal. Er is voor de volgende ontwerp- en onderzoekscyclus 
docentenmateriaal ontwikkeld dat bestaat uit een gestructureerde serie opgaven. Deze 
structuur is nog steeds gebaseerd op de theorie dat leerlingen door zelf veranderingsprocessen 
te modelleren zullen ‘ontdekken’ wat DVn zijn. Er zijn algemene modelleeropgaven in 
opgenomen die aanleiding geven tot het formuleren van de verschillende 
modelleeractiviteiten en opgaven waarin veranderingsprocessen gemodelleerd worden. De te 
modelleren veranderingsprocessen zijn gevarieerd wat betreft de voorkomende grootheden en 
de vorm van de op te stellen DV. De serie opgaven is voorzien van een uitgebreide toelichting 
voor de docent, waarin ook de geconstateerde misvattingen en alternatieve denkwijzen van 
leerlingen aan de orde komen en noodzakelijke domeinkennis van de te modelleren situaties 
wordt gegeven. 
De verwachting is dat de op deze wijze verder te ontwikkelen instructieprincipes en 
lesmaterialen bruikbaar zullen zijn voor een brede groep docenten.  
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 Een formule die het verband geeft tussen 
dx
dy
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Bijlage A 
Naam: 
Je kunt eventueel op de achterkant van dit papier meer opschrijven, zet er dan wel de letter 
bij. 
 
A. Wat is een differentiaalvergelijking? Dat wil zeggen:  
   geef een zo uitgebreid mogelijke omschrijving van wat jij allemaal weet over het 
              begrip differentiaalvergelijking (DV).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B. Geef een voorbeeld van een DV, en waarom gaf je dat voorbeeld? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C. Geef een voorbeeld van situaties die met een DV beschreven kunnen worden. Waarom 
kunnen deze situaties met een DV beschreven worden? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D. Welke van de volgende uitdrukkingen zijn differentiaalvergelijkingen (y is een functie 
van x): 
a. 3y   
b. 03yy  
c. yy 3  
d. xy 3  
 
 
